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1. EINLEITUNG

Die permanenten Né6rlund-Matrizen (N, p,) mit nicht-negativen p,, bilden
nach einem Ergebnis von Goffman und Huneke [3] mit dem symmetrischen
Produkt als Multiplikation und der strikten Inklusion (der Wirkfelder) als
Ordnungsrelation eine geordnete abelsche Gruppe. U.a. zeigten die Autoren,
dafB} in dieser Halbgruppe die Kette der Cesaro-Matrizen C, (0 < o« << o0)
nicht maximal ist: sie 146t sich sowohl verfeinern als auch verldngern.
Allgemeiner zeigten sie, dal3 es zu jeder gegebenen Kette ein Element in der
Halbgruppe gibt, das entweder oberhalb aller Kettenelemente liegt oder mit
keinem der Ketteneiemente vergleichbar ist. Die Frage, ob stets ein oberhalb
liegendes Element existiert, blieb offen.

Da es sich bei diesen Untersuchungen um nicht-negative permanente, also
total-permanente Matrizen handelt, liegt es nahe, statt der gewdéhnlichen
Inklusion die Totalinklusion als Ordnungsrelation heranzuzichen; sie
ermOglicht liberdies eine schirfere Differenzierung der Matrizen, da sie den
Kernvergleich der Transformationen bedeutet: siche Lorentz und Robinson
[7, Theorem 3]. Beziiglich dieser Relation erweist sich nun die Cesaro-Kette
als maximal.

Um das Verhiltnis beider Ordnungsrelationen zueinander weiter zu
verdeutlichen, konstruieren wir Ketten, die beziiglich beider Relationen
maximal sind, aber auch Ketten, die maximal beziiglich der Totalinklusion
sind, deren Glieder beziiglich der gewdhnlichen Inklusion jedoch nicht
unterscheidbar sind. Zugleich werden einige in [3] aufgeworfene Fragen,
darunter die oben formulierte, beantwortet.

2. BEZEICHNUNGEN UND HILFSMITTEL

Zu gegebener Folge p = {py,p1se. mit P, =py -+ =+ p, %0
(n = 0, 1,...) ist die Norlund-Matrix &, = (&, p,) eine untere Dreiecksmatrix
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mit den Elementen
Aot = Pu i Py fiir 0 =k =l n, d,, — 0 tir k = n.

Mit 47" bezeichnen wir die total-permanenten Norlund—Matrizen, das sind
die permanenten nicht-negativen unter ihnen (siche [6]), also

AT UNpipe = 00p, 200 = D,p, - olP,) fir n —> .

Auf Grund der letzten Bedingung konvergiert die zu N, < .47 assoziierte
Potenzreihe

p(z) Z paz fir -, L
0o Q)
Zu A+ gehéren insbesondere die Cesaro-Matrizen C, = (N, p,*) mit
pna = (?LK;\I) bZW- PQ(Z) = (l T Z)w"'-
Neben dem gewdhnlichen Matrixprodukt betrachtet man fiir N, , N, € 47
das symmetrische Produkt N, « N, = N, . das durch

Fp = (/) * q)n - 2 Pn-14.
JARE]
definiert ist. Die Folge r = {r,} ist also die Faltung der Folgen p und ¢, und
fur die assoziierten Reihen gilt r(z) = p(z) g(z). Speziell ist C,.; = C, * C;,
und N, I N,,wol = C,die Einheitsmatrix ist.

Man zeigt leicht (vgl. [4, S. 65]), daB mit N,,, N, auch N, » N in A" liegt.
Da die Faltung assoziativ und kommutativ ist, bildet (.47+, ) eine abelsche
Halbgruppe mit Einselement.

Wir schreiben N, 2 N, bzw. N, D N, bzw. N, ts. N, bzw. N, s.t.s. N,
wenn N, stirker bzw. strikt stirker bzw. total-starker bzw. strikt total-stirker
als N, ist. Aquivalenz von N, mit N, (d.h. N, 2 N, und N, 2 N,) wird durch
N, ~ N, ausgedriickt. Z.B. gilt fur die “Zweier-Matrix” Z, . d.i. die durch
die Folge {«, | — , 0, 0,...} erzeugte Norlund-Matrix (siehe [11, Seite 126}),

Zo~T  fir L < a 1,

jedoch ist Z, 4 I fir « -~ 1}, Dagegen sind total-dquivalente Norlund-
Matrizen aus 4" notwendig identisch [2, Theorem 3]. Im einzelnen gilt fiir
die EinschlieBung von Norlund-Matrizen (siehe [4, Theoreme 19 und 21],
[2, Theoreme | und 3}).

LemMma 1. Seien N,, N, in A"t: fir die assoziierten Potenzreihen sei
q(2)/p(z) = k(2) == ¥ k2" und p(2)g(z) = l(z} = 3 [,z" gesetzt. Dann gilt
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(i) Ne2 N, ol ko Pl = OQ,) und ky = 0(Q,) fiir n— o,
(i) Ny~ Ny k| <oound3 |1,] < oo,
(i) Nyts. N, < N, DN, undk, = 0(n = 0),

(iv) N,sts. N, <= N,st. N,und N, == N, .

Durch “t.s.” ist also eine Ordnungsrelation auf 4"+ gegeben. Die Aussage
(ii1) 146t sich noch etwas verschirfen.

LEMMA 2. Unter den Voraussetzungen von Lemma | gilt sogar

Nts. Ny k, =0 (n=1).

Beweis. Seien alle k, = 0 (k, = ¢,/p, ist stets positiv). Dann hat die
Vermittlungsmatrix C = N,N;' = (c¢,,) nicht-negative Elemente; denn es ist
Cop = K JPJQ, fiir 0 = v = n, ¢, - 0 fir v > n. Wir zeigen, daBB C
permanent ist: Da die Matrizen ¥, und N, die Zeilensummen 1 besitzen, gilt
dies auch fiir N, und fiir C. Wegen ¢,, = 0 erfiillt C daher auch die Zeilen-
normbedingung. Aus N, — CN, folgt ferner

[In/v/Qn = Z Cnu/’u—V/Pu = Cnvp()/Pv~
i
Es ist also c¢,, = O(q,_,/Q,) = o(1) fir n — oo und festes v, da N, als
permanent vorausgesetzt ist. Nach dem Satz von Toeplitz ist folglich C
permanent, und wegen ¢,, = 0 total-permanent, so dafi N, t.s. N, folgt.
Im folgenden Korollar treten die riickwirts genommenen Differenzen einer
Folge {g,} auf; sie sind fiir natiirliches a rekursiv definiert durch

VO% = Y4n- Vaqn = Vo lqn - vuilqn——l (a = ])’

dabei ist gegebenfalls g, = 0 (v = 1, 2,...) zu setzen. Man erhdlt leicht die
Darstellungen

V“qn:§(~l)” () guee = X ("’V*a‘])qv (1

= n—uv

mit(3) = lund(}) = AA — 1) - (A —m + Dm)y 2 firm = 1, 2,... . Diese
Darstellung (1) wird im Fall nicht-natiirlicher Ordnungen a = « als
Definition verwendet.

Kororrar 2.1 (vgl. [5, Seite 97], [9, Corollary 1]).  Fiir « = Qund (N, q,)
e N+ gilt

(N, q) ts. C, <= Vg, =0 fir n=1,2,...
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Beweis. Es ist

9(2)ip*(2) = g1 — 2 = } Voq.z".

n=0

Als einfache Anwendung des Korollars erhdlt man mit Vap,f == ("7 o)
sofort: Cyt.s. C, = B == a.

Da die Differenzen gebrochener Ordnung vielfach nicht einfach in die Hand
zu bekommen sind, sei noch ein weiteres Kriterium angefigt. Es stellt eine
leichte Verschiarfung von [9, Theorem 1] dar (im Fall 1 <7 a < 2) und
ergibt im Fall 0 << ~ = 1 gerade [9, Corollary 3]:

KOROLLAR 2.2. Es sei ax=a+6 (0 =a ganz, 038 <1) und
(N, g,) € &7, Ferner gelte

(n+1)Vog,, = (n+38) Vg,  fur n—~1,2... (2)

Behauptung. o = ¢1/q,, Vg, = 0(n = 1,2,..) < (N, ¢q,) t.s. C, .

Beweis. ““=-"". Wir setzen
8y 1
o= (= (7)) v,
und bemerken, daB3 wir auf Grund der Voraussetzungen

0 < yy = gy < (g1 —aqy))d =y, und Yo = Yo (v 2 1)

haben. Zu zeigen ist Vg, = 0. (Zur Beweismethode vgl. [1]). Aus ¢(z)/pX(z) =
q(2)(1 — z)* == q(z)(1 — z2)*(1 — z)? ersicht man

- /@ n—y 8
Vign = L V', (=D) (")
Fur n = 1, 2,... ergibt sich hieraus
Gn = Z ')/vhv = Z (’)’v - Vv—l) Hv -+ ')’()H() >
=0 v=1
wobei

= (0 (0 ) und Ho= by b

v n—v

gesetzt. Aus 1, < 0fir0 < v < nfolgtnun H, = H, = 0(0 < v < n) und
damit Vegq, = 0.
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“<«” Aus (N, g,) t.s. C, folgt (N, g,) t.s. C, wegen o > a. Korollar 2.1
ergibt Vg, = 0 fiir n = 1, 2,... ; aullerdem ist notwendig 0 =< Veg,, d.h.
0 = q, — ag, . (In diesem Beweisteil wird also die Zusatzvoraussetzung (2)
nicht verwendet.)

Neben Lemma 2 mit den Korollaren 2.1 und 2.2 verwenden wir das

folgende EinschlieBungskriterium.
LemMMA 3. (W, p,) und (N, q,) seien in A7+, (N, p,) erfiille

Pn = 0 und pn+1/pn 2 pn/pn—l (” - 17 29) (3)

Behauptung. (1) [4, Theorem 23). ¢,,/qy—1 2= Pu/Pay(n = 1) = Ny 2N,

() ([9, 10D gu/qny = PulPra (1 = 1) = Nots. N,
Auch ohne Erfiilltsein von (3) gilt

(i) ¢n > 0,X g, = 0, p,, = 0(¢n) = Ny 2 N,.

Beweis (iii). Wegen Q, = g, -+ -+ -F g, — o0 ist die Matrix (N, g,,) mit
den Elementen a,;, = ¢,/Q, (0 = k =< n), a,;, = 0 (kK > n) permanent, so
daB die Folge

P[0, = ot Z gl pr/qr)

gegen 0 konvergiert. Aus N, 2 N, wiirde wegen Lemma 1(i) aber
.‘ lOQn | < Z j [nvavl = O(Pn)7 also Q, = O(Pn)

v=:0

folgen.
Die Bedingung (3) wird insbesondere von den Folgen { p,*} (0 < & = 1),
erfiillt.

3. A"t ALS GEORDNETE HALBGRUPPE

Analog zum Ergebnis von Goftman-Hunneke [3, Theorem 1] ergibt sich
mit “s.t.s.”” als Ordnungsrelation anstelle von O

SATz 1. Mit x als Multiplikation und s.t.s. als Ordnung ist Nt eine
geordnete abelsche Halbgruppe, d.h. es gilt insbesondere fiir alle N,, N,,
N, e N+

(i) N,sts. N,, N,sts. N, = N, sts. N,
(i) Ngs.t.s. N, = Ny x N, sts. N, x N,..
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Beweis. (i) folgt unmittelbar aus der Definition. Zum Beweis von (ii)
beniitzen wir Lemma 2. Danach sind in

42)/p(z) = k(z) = ) kpz
alle k£, > 0 und k(z) = k, (sonst widre N, = N_). Andererseits ist
(q *r)@)(p + r)z) == q(2)r@)p(2)r(z) = k(z) = ) k2"

Lemma 2 ergibt N,,, t.s. N,.,, und wegen k(z) += k, sind diese beiden
Matrizen nicht identisch, so daB mit Lemma 1(iv) die Behauptung folgt.

4. DIE KETTE DER CESARO-MATRIZEN

Da die Totalinkfusion einen feineren Vergleich auf 47+ erlaubt als die
einfache Inklusion, lassen sich andere Ergebnisse von [3] nicht iibertragen.
So wurde in [3] gezeigt, daB es zu jedem festen « = 0 ein Kontinuum von
Matrizen N, € A"+ gibt mit

C...ON,DC, fir alle ¢ > 0;

die Beispiele sind

, . 2 log2 *
= 4 ES O = - —— < =

Nlﬁ (N7 qTL ) Cu mlt qn " "JT‘ 2 (log(l’l 71‘ 2)) b 0 ~ 8 < l'
Ferner gibt es (siehe [4, Seite 109] [5]) Norlund-Matrizen, die stdrker sind
als alle C, (x = 0), z.B. (I, exp r'/2) und (N, cosh n'/?), Beziiglich der Total-
inklusion ist die C,-Kette jedoch maximal. Dazu zeigen wir zunichst
(vgl. hierzu auch die Bemerkung [5, Seite 97])

SATZ 2. Sei (N, p,) € A . Dann gibt es ein oy mit 0 < «y = py/p, derart,
daf die Beziehung

(N, py) ts. C, fir 0= a = o, 4)

aber nicht fiir o > w, erfiillt ist.

Beweis. Nach Korollar 2.1 gilt (4) genau dann, wenn V*p, = 0 fiir alle
n == 1, 2,... erfiillt ist. Bei festem n ist Vop,, ein Polynom hdchstens n-ten
Grades in «. Mit I, bezeichnen wir das grofite abgeschlossene Intervall der
Form [0, 8,1 mit0 < B, < o0, in welchem das Polynom Vop,, nicht-negativ
ist. (Wegen Vo, == p. = 0 liegt O in jedem 7, .) Fiir n = 1 erhilt man aus
Vep, = p; — apg gerade I; = [0, p,/p,]. Der Durchschnitt aller 7, (n = 1) ist
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abgeschlossen und hat die Form [0, «,]. Nach Konstruktion hat dieses «, die
behaupteten Eigenschaften.

KOROLLAR 4.1. FEs gibt keine Norlund-Matrix, die total-stirker als alle
C, (x == 0) ist.

KoroLLAR 4.2. (]9, Theorem 3], [2, Theorem 4]).

(N, cosh i) ts. C, <0 < a < cosh | = 1.54....

Man zeigt ndmlich—etwa durch Betrauchtung der 2. Ableitung der
Funktion cosh —, dall VI cosh(n)'/? = 0O fiir n - = 2, 3,... gilt; d.h. die [, des
Beweises von Satz 2 enthalten fiir » = 2 das Intervall [0, 2]; folglich ist

I, — [0, cosh 1] gleich dem Durchschnitt aller 7, (n = 1).

KoroLLAR 4.3.
(N, eVnts. Coer 0 <l x Sy = e - ) — [(e + 1) — 2e¥212 = 1.75... .

Wie im vorigen Beispiel zeigt man [, 2[0,2] fir n=:3,4,..;: da
I, == [0, €] D [0, 2] gilt, ist o, die kleinere der Nullstellen von

Vopy = p, — apy + (;) Po = e¥% — xe - afx — 1)/2.

Ubrigens 1468t sich mittels Lemma 2 leicht zeigen, dafB} (A, ey und
(N, cosh n*/?) total-unvergleichbar sind. Es ist dem Autor nicht bekannt, ob
die beiden Matrizen im gewdhnlichen Sinne vergleichbar sind.

SaTz 3. Die C,-Kette Ilifit sich (im Sinne des Totalvergleichs) nicht
verfeinern, genauer: Fiir festes « gilt
() Cy.ts. N,yts. C,firallee >0(ae=0) =N, =C,,
(i) Cyts. Nyts. C,_ firalle0 <<e =a =N, =C

W

Beweis. (i) Aus Lemma 2 folgt, dal} die Koeffizienten 4,(¢) in

PH@IPE) = (1= 27 p(z) = ¥ ko)

samtlich nicht-negativ sind. Die & ,(¢) sind Polynome in ¢; folglich konvergiert
k,(€) fiir e — 0 gegen einen nicht-negativen Grenzwert &, ; diese k,, sind die
Koeffizienten in

p@p(z) = 3 k2"
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Lemma 2 liefert C, t.s. N, und Lemma 1{iv) nun C, = N, . Analog, oder
explizit mit Korollar 2.1, zeigt man (ii).

Dal die Voraussetzungen in Satz 3 nicht wesentlich abgeschwicht werden
konnen, zeigen die oben erwihnten Beispiele (N, ¢,%): Fir « 22 0,0 < 8 <
& = 1 gilt nicht nur

DN, q.)« CGDON, g5 )« C,DC, firalle e >0,

IXTE

sondern, wie man dem Beweis in [3] entnimmt, auch

N, )% C, ts. (N,gl)+«C, ts. C,.

Im Hinblick auf (ii) von Satz 3 bringen wir erginzend Beispiele von
Norlund-Matrizen, die strikt zwischen C; und C,_, liegen, und beantworten
damit eine in [3] gestellte Frage.

SATZ 4. Fir o, & = 0 sei r2® == ("% YY(log 2/log(n -+ 2))° gesetzt. Dann
gilt fir 0 < 6 < &8 und0 < o = 11
(i) (N, re®ye s,
(i) C, DN, reD (N, r2)yD C,_ filr alle e mit 0 << ¢ = «,
(iil) C t.s. (N, r2?) tis. (N, r2®),
{(iv) Ist B =~ 1, so folgt aus (1) und (ii):

A
=

Cy DN, K% % Casy DN, 1) 4 Cya D Cp. fiiralle 0 << e
und
C, ts. (N, re%=Ca, ts. (N,r2®)«Coy ts. Coy.
Beweis. Wir verwenden Lemma 3. Fiir r, == r2® gilt r,,fr, = rpfrey
(n=1,2,.),da x -+ « — 1/x und log x/log(x 4 1) mit x wachsen. Ferner
ersicht man aus r, = O(n="Ylog n)-%), dal #, beschrinkt und R, =
ro -+ - - r, unbeschriankt ist; insbesondere ergibt sich r, = o(R,) und

damit (i).
Fiir 0 < & < &' folgt nun aus den Ungleichungen

o ) . n4oa—1 rlog(n -+ 1)\°
Pulpny = o = Din o —mm (10g(n + 2))

8 =, <x & a8
l/rn—~1 = Ty Froa s

die flir n = 1, 2, 3,... gelten,
C, ts. (N, re%) ts. (N, re).
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Ferner hat r2?'[r>® = O((log n)*"~?%) = o(l) zur Folge, daB die aufgefiihrten
Matrizen nicht dquivalent sein kénnen, d.h.

C, = (N, r® D (N, r2®) D (N, re®).

/

SchlieBlich betrachten wir die Ungleichung r,/r,_; = p%~¢/po5 ; sie ist erfiillt
genau dann, wenn

eltn +a —1) = 1 — (log(n + 1)/logln + 2)°

gilt. Dies ist fiir alle geniigend groBen n der Fall, da die rechte Seite abge-
schitzt werden kann durch 8/(n + 1) log{n -+ 1) = o((n + 1)71). Es folgt
(N, r2®) 2 C,_, fiir 0 << e < a, und wegen r2%/p%— == O((log n)%) = o(1)
koénnen diese Matrizen nicht dquivalent sein. Damit sind (ii) and (iii) bewiesen,
(iv) folgt nun sofort aus Satz | bzw. seinem Analogon [3, Theorem 1].

5. BEISPIELE MAXIMALER KETTEN

Die Unterschiede, die beim gewdhnlichen und totalen Vergleich auftreten,
sollen noch an einigen Beispielen eridutert werden. Dabei wird zugleich eine
(negative) Antwort auf die Fragen (i) und (iv) in [3] gegeben. Wir beschrinken
uns darauf, Ketten aus sehr einfachen “Primteilern” aufzubauen.

LEMMA 4. Sei N,e At und N, = Z,* N, mit 0 < 6 < 1. Dann gilt:
(i) N,sts. N,,
(iy N,ts. N.ts. N, = N, = N,oder N, = N,,.

Zusatz. Entsprechendes gilt im Fall 0 < o < 4, wenn “s.t.s.” und “t.s.”
durch “2” bzw. “2" ersetzt wird (siche z.B. [8]).
Die Matrix Z, ist also eine Art Primteiler von N, .

Beweis. Aus Z,s.t.s. I ergibt sich mit Satz [ sofort (i). Es werde

N, ts. N, ts. N, angenommen. Die Quotienten der entsprechenden asso-
ziierten Potenzreihen, also

q@)r(@) =} ppz"  und  r(@/p(z) = 3 0,2,

haben dann nicht-negative Koeffizienten (Lemma 2) und erfiillen

> puz Y 02" = q(2)/p(z) = « + (I — w)z.
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Es folgt
X 0,0 s = 0 far o -2
v
und somit: p,, == o, -= 0 (n 2> 2) und pyoy 0. Im Fall p; - 0 erhilt man
N, == N,;im Fall p; = 0 ist ¢, == 0 und daher N, == N, .
Das Prinzip von Lemma 4 beniitzend, lassen sich Ketten konstruieren, die
sich nicht verfeinern lassen:
Lz, 2+ 2y, 2o Lo 5 Do )}
Darunter gibt es solche, die sich auch nicht verliangern lassen, also maximal
sind.

SATZ 5.

(1) Es sei o . op.... (0 < x; <)) eine gegebene Folge, die cinen
Hdéiufungspunkr «~ ./} besitzt. Dann ist die Kette (5) maximal beziiglich O
(und auch beziiglich s.t.s., siehe (i1)).

(1Y Essei oy, ... (0 <0, <0 Y eine gegebene Folge mir Y (1 — ;) = o0,
Dann ist die Kette (5) maximal beziiglich s.t.s. .

Bemerkung. Sind im Fall (i) alle «; = ), so sind die Glieder der Kette (5)
sogar alle konvergenzgleich.

Bewers. (1) Sei(N, p,) - 7,\; * Lo ox £, cdann ist die assoziierte
Potenreihe

m I

p(:) o (/Vu ! (l - ‘Y;A)Z) = Z I)n:“
=1

1 (5]

ein Polynom, also P, = p, = = --p, = p(l) = 1 fir n = m. Fur
(N, q,) € A Tolgt daher aus (N, ¢,) 2 (N, p,,) mit Lemma 1(i) (und den dort
verwendeten Bezeichnungen)

N ok, 0(Q,) fiicr n— oo,

Da Y Q,z¢ fir' z: << | konvergiert, gilt dasselbe fiir 3 k,z". Das bedeutet:
q(z)/p(z) ist holomorph im offenen Einheitskreis; g(z) hat aile Nullstellen von
p(z) (mit ihren Vielfachheiten), ndmlich «,/(x, — 1), die im Einheitskreis
liegen. Haufen sich diese im Innern des Einheitskreises, was nach Voraus-
setzung der Fall ist, so verschwindet ¢(z) identisch. Dies widerspricht jedoch
der Voraussetzung (N, ¢,) € A" ".
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(ii) Behalten wir die Bezeichnungen von Beweisteil (1) bei, so ergibt sich

aus der Annahme (¥, ¢,) t.s. (N, p,), daB alle k, nicht-negativ sind. Ins-
besondere ist

0 < ki = (9/p)'(0) = q'(0){p(0) — ¢(0) p'(0)/p*(0)

und folglich (wegen p(0) = p, > 0)

D

q'(0) = ¢q(0) p'(0)/p(0).
ie Ausrechnung der logarithmischen Ableitung ergibt

ki

p'(0)/p(0) = Z (I = %), > Z (I — o).

Man erhalt also

D

41 = 9 Z (1 — ).

=<1

iese Beziehung kann nicht fir alle m erfiilit sein, da > (I — «,) divergiert.
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